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Résumé — Certaines avancées algorithmiques permettent maintenant la résolution de systèmes distri-
bués de très grandes tailles en utilisant des méthodes de Krylov sophistiquées comme le GMRES par
blocs, le Gradient Conjugué par blocs sans panne... Nous présenterons certains de ces méthodes, ainsi
que des résultats numériques obtenus dans le cadre de diverses applications en mécanique des solides,
en dynamique des fluides, ou encore en imagerie tomographique.
Mots clés — recyclage ; méthodes de Krylov par blocs ; décomposition de domaine ; méthodes multi-
grilles algébriques.

1 Introduction

La discrétisation d’Équations aux Dérivées Partielles pour modéliser des phénomènes physiques en-
traîne la génération de grands systèmes qui ne peuvent pas être résolus directement. Il faut donc avoir
recours à des préconditionneurs performants et à des méthodes itératives efficaces. Depuis plusieurs an-
nées, l’étude et la conception des préconditionneurs qui passent à l’échelle a suscité beaucoup d’intérêts.
Cependant, on se sert généralement de méthodes itératives “basiques” comme le GMRES ou le Gradient
Conjugué (CG) pour la phase de résolution à proprement parler. De nombreuses méthodes plus poussées
ont tout de même vu le jour pour pipeliner les communications [1, 2], limiter les synchronisations [3, 4],
faire décroître le nombre d’itérations en utilisant plusieurs directions de recherche [5, 6], recycler des
espaces de Krylov pour résoudre des systèmes successifs [7, 8]... Des méthodes itératives permettant de
résoudre des systèmes avec plusieurs seconds membres ont aussi été proposées [9, 10, 11].

1.1 État de l’art

Il existe plusieurs librairies numériques pour l’algèbre linéaire creuse distribuée. Comme nous allons
le mettre en exergue dans la liste ci-dessous, la plupart ne permettent cependant pas de traiter des pro-
blèmes avec multiples seconds membres, ou d’utiliser des outils de recyclage d’espaces de Krylov pour
faciliter la convergence de résolutions successives.

— hypre [12], DUNE [13], et PARALUTION [14] disposent seulement de méthodes traditionnelles
comme GMRES ou CG.

— PETSc [15] dispose de quelques méthodes plus avancées comme Loose GMRES [16] ou Deflated
GMRES [17, 18], mais telles qu’implémentées dans la librairie, ces méthodes ne peuvent pas être
utilisées pour recycler de l’information d’un système à un autre.

— Trilinos [19], à travers sa sous-librairie Belos [20], est une des librairies qui propose certaines des
méthodes les plus avancées comme GMRES par blocs ou GCRO-DR. Il existe cependant cer-
taines limitations importantes comme : l’impossibilité d’utiliser des préconditionneurs variables,
la difficulté d’utiliser la librairie dans un code n’utilisant pas Trilinos.

1.2 Contributions

Dans cet exposé, nous faisons part de certaines avancées algorithmiques dans la libraire HPDDM [21]
qui permettent :
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— d’utiliser le recyclage d’espaces de Krylov, éventuellement avec des préconditionneurs variables.
Nous détaillerons les performances de la méthode via des cas tests académiques en mécanique
des structures et en dynamique des fluides sur plusieurs milliers de processeurs pour résoudre des
systèmes avec plusieurs centaines de millions d’inconnues.

— de combiner recyclage et méthodes itératives par blocs, éventuellement avec des précondition-
neurs variables. Le cas test sera cette fois-ci tiré d’une application en imagerie tomographique
qui nécessitent la résolution d’un problème inverse avec plusieurs seconds membres.

— d’utiliser la librairie dans un grand nombres d’applications, grâce à des interfaces en C, C++,
Python et Fortran. En particulier, nous nous servons d’un exemple PETSc (écrit en C), qui tire
entièrement profit de certaines des capacités les plus avancées de la librairie comme le solveur
multigrille GAMG, tout en utilisant HPDDM pour résoudre les systèmes linéaires.

Une partie de ces résultats a déjà mené à une publication [22].

2 Recyclage pour les méthodes de Krylov

Les travaux présentés dans cette communication sont principalement basés sur la méthode GCRO-
DR (pour Generalized Conjugate Residual method with inner Orthogonalization with Deflated Restar-
ting) [23]. Celle-ci a été développé dans le contexte de la modélisation de fractures et pour la fatigue des
structures, lorsqu’il est généralement nécessaire de résoudre une séquence de systèmes linéaires :

Aixi = bi i = 1,2, . . .

La méthode initiale ne gère pas l’utilisation de préconditionneurs variables, mais cette limitation a été
levée par la suite. Il a même été montré que sous certaines conditions, la méthode FGCRO-DR (pour
Flexible GCRO-DR) est équivalente à FGMRES-DR [24], une variante souple d’une autre méthode ité-
rative qui utilise le recyclage d’informations : GMRES with Deflated Restarting [25]. L’un des avantages
certain des méthodes basées sur GCRO-DR au lieu de GMRES-DR est que celle-ci permet le recyclage
d’informations lors de la résolution de plusieurs systèmes linéaires. L’information n’est pas seulement
réutilisée lors des redémarrages des méthodes tronquées, mais aussi lors de l’initialisation des résidus
initiaux.

3 Méthodes par blocs

Il est souvent nécessaire de résoudre des systèmes linéaires de la forme suivante :

AX = B,

où A est la matrice (généralement carrée) du système linéaire, et le second membre B est également une
matrice mais cette fois-ci “tall and skinny” (beaucoup plus de lignes que de colonnes). On rencontre ce
type de système lors de la simulation de certains phénomènes ondulatoires ou fréquentiels [26, 27], ou
en chromodynamique quantique sur réseau [28] avec plusieurs sources, car chacune de ces sources est
susceptible de générer une colonne dans la matrice B. Une des premières méthodes itératives, adaptée
au cas des systèmes linéaires à seconds membres multiples, fût le Gradient Conjugué [29]. Une étude
initiale du GMRES par blocs a été proposée dans la thèse de Vital [30]. Ce type de méthode n’a pas été
testé de manière exhaustive pour des applications massivement parallèles. Nous proposons une étude sur
un tel cas test qui montre que la complexité opératoire des méthodes de Krylov par blocs est très supé-
rieure aux méthodes traditionnelles. Une alternative que nous proposons pour limiter cette complexité
est de travailler sur des sous-blocs de colonnes de la matrice B et d’utiliser les techniques de recyclage
proposées dans le paragraphe précédent pour accélérer la convergence de sous-bloc en sous-bloc.

4 Résultats numériques

Certains des essais numériques qui seront présentés oralement lors de la conférence sont repris dans
ce paragraphe du résumé étendu.
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Dans un premier temps, nous résolvons l’équation de Poisson bidimensionnelle avec un schéma
différences finies standard à 5 points. Ce cas test provient de l’exemple 32 de la librairie PETSc. Nous
l’avons légèrement modifié pour générer une séquence de 4 systèmes linéaires où seul le second membre
change. On résout donc :

−∆ui = fi i = 1,2,3,4,

avec

fi(x,y) =
1
νi

e−
(1−x)2

νi e−
(1−y)2

νi ,

où {νi} = {0.1,10,0.001,100}. Les systèmes sont résolus soit avec FGMRES via PETSc, soit avec
FGCRO-DR via HPDDM. Le préconditionneur utilisé est GAMG, avec comme choix de lisseur trois
itérations de GMRES. Les cycles multigrilles sont ainsi non-linéaires et il est indispensable d’utiliser
une variante souple (qui n’est pas disponible dans Belos). La figure suivante présente les courbes de
convergence des deux méthodes, ainsi que les temps de calcul sur 8192 processeurs (le système linéaire
a 280 millions d’inconnues et le préconditionneur est assemblé en deux minutes).

FGCRO-DR(30,10) FGMRES(30)

0 20 40 60 80 100 120 140 160
10−9

10−5

10−1

Nombre d’itérations

R
és

id
u

re
la

tif

(a) Courbes de convergence—lisseur GMRES(3).

1 2 3 4
0

10

20

5

15

(+16.2%)

(+36.3%) (+37.2%) (+36.2%)

gain cumulé : +30.5%

Numéro du système

Te
m

ps
(e

n
se

co
nd

e)

(b) Temps pour atteindre la convergence. Gains relatifs entre paren-
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Dans un second temps, nous résolvons l’équation de l’élasticité linéaire tridimensionnelle avec des
éléments finis Q1. Ce cas test provient de l’exemple 56 de la librairie PETSc. Nous l’avons légèrement
modifié pour générer une séquence de 4 systèmes linéaires où la matrice et le second membre changent.
On résout donc :

−∇ ·σ = f,

où σ est le tenseur des contraintes et f représente les forces volumiques. Pour obtenir quatre systèmes
évoluants, nous utilisons cinq paramètres indexés par i ∈ J1, . . . ,4K :

{si}= {30,0.1,20,10} {ri}= {0.5,0.45,0.4,0.35}
{xi}= {0.5,0.4,0.4,0.4} {yi}= {0.5,0.5,0.4,0.4}
{zi}= {0.5,0.45,0.4,0.35}

pour définir la paramétrisation d’une petite inclusion sphérique en déplacement :

∀(x,y,z) ∈ [0;1]3,(x− xi)
2 +(y− yi)

2 +(z− zi)
2 < r2

i .

Dans cette inclusion, le module de Young Ei est défini comme Ei =
E
si

, où E est le module partout sauf
dans l’inclusion. Les systèmes sont résolus soit avec Loose GMRES via PETSc, soit avec GCRO-DR via
HPDDM. Nous nous servons à nouveau du préconditionneur multigrille GAMG (en l’appliquant par la
droite) avec comme lisseur la méthode de Chebyshev, en utilisant les modes de corps rigide pour définir
le quasi-noyau des opérateurs.
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Pour finir, nous proposerons une étude comparative entre certaines méthodes blocs pour la résolution
de l’équation de Maxwell tridimensionnelle avec plusieurs seconds membres [31].
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